Вектор түсінігі және векторларға қоладантын сызықты амалдар
 (
А
В
а
)Анықтама:  Геометриялық вектор немесе қарапайым вектор деп бағытталған кесіндіні айтамыз 

Белгіленуі  , мұндағы  А басы, В вектордың ұшы.


Анықтама:   векторының ұзындығына тең сан оның модулі деп аталады және  -символымен белгіленеді.

Анықтама:  Егер  болса, онда ол бірлік вектор деп аталады. 



Анықтама:  векторымен бағыттас бірлік вектор осы вектордың орты деп аталады және  символымен белгіленеді. .
Анықтама: Егер вектордың басы мен ұшы беттессе онда ол вектор нөлдік вектор деп аталады.Нөлдік вектордың анықталған бағыты болмайды және оның ұзындығы нөлге тең. 
Анықтама: Параллель түзулердің бойында немесе бір түзудің бойында жатқан векторлар коллинеарлы векторлар деп аталады.	
Анықтама: Егер екі вектордың ұзындықтары тең және бағыттас болса онда ол векторлар өзара тең деп аталады. Барлық нөлдік векторлар тең деп есептеледі.
Сызықтық операциялар деп векторлардың қосындысын және санға көбейту амалдары аталады.
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«
үшбұрыш ережесі
»
) Анықтама:  және  векторларының  қосындысы деп, үшінші бір  векторы аталады. Бұл вектордың басы  векторының басымен ал соңы  векторының 
соңымен беттеседі.
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)Егер   және векторларының бастарын беттестіріп,  оны паралелограммға дейін толықтырса, онда олардың  қосындысы осы 
векторлардың ортақ басынан шығатын параллелограммның  диагоналына тең. 
Векторлардың қосындысының қасиеттері:  

1.  (ауыстырымдылық қасиет, коммутативтілік);

2.  (үлестірімділік қасиет, ассоциативтілік);



3. Кез келген  векторы үшін  орындалатындай  табылады;



4. Әрбір  векторы үшін  орындалатындай қарама-қарсы  векторы табылады.
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) Анықтама:  және векторларының    айырмасы деп векторымен қосындысы  векторы болатындай  векторы аталады. 



 айырымын құру ережесі.






Егер  және векторларының басы ортақ нүктеге келтірілсе, онда олардың  айырымы  (азайғыш) векторының соңынан  (азайтқыш) векторының соңына бағытталады.










Анықтама:  векторының нақты  санына көбейтіндісі деп модулі  векторының модулін  санының модулінің көбейтіндісіне тең вектор аталады.  . Ол  векторына параллель немесе бір түзудің бойында жатады. Егер  болса, онда ол   векторымен бағыттас ал егер  болса, онда  векторына қарама-қарсы бағытталады..



Векторды санға көбейту амалының геометриялық мағынасы:  векторын  санына көбейткенде вектор  есе «созылады».

 
Қасиеттері:

5.  (векторлардың қосындысына қатысты сандық көбейткіштің үлестірімділік қасиеті);

6.  (сандардың қосындысына қатысты векторлық көбейткіштің үлестірімділік қасиеті);

7.   (сандық көбейткішке қатысты терімділік қасиет).
2. Векторлардың сызықты тәуелділігі




1 Теорема : Егер  және векторлары коллинеар және  болса, онда   орындалатындай жалғыз  саны табылады.


2 Теорема: Егер ,b және с  векторлары компланар, ал а,b коллениарлы емес болса, онда  орындалатындай жалғыз  және    сандары табылады. 



Анықтама:  Егер  (1)  үшін ,   сандарының арасынан кем дегенде біреуі нөлден өзгеше болатындай сандар табылса, онда    векторлар жүйесі сызықты тәуелді деп аталады. 


Егер  (1)  теңдігі  үшін тура болса, онда  векторлар жүйесі сызықты тәуелсіз деп аталады. 
3 Теорема:  а,b  векторлар жүйесі осы векторлар  коллинеар болғанда ғана,  тек сонда ғана сызықты тәуелді болады.

Анықтама: Егер V  жиынында векторларды қосу және векторды санға көбейту амалдары анықталған болса, V жиыны векторлық кеңістік деп аталады.
Анықтама: Векторлың кеңістіктің базисі деп, анықталған ретте берілген және келесі шарттарды қанағаттандыратын векторлар жүйесі аталады:
	а) жүйе сызықты тәуелсіз;
	б) кеңістіктің кез келген векторы берілген векторлар жүйесінің сызықты тіркесі болып табылады.


3. Вектордың оське проекциясы 			



Анықтама:  векторының и осіне проекциясы деп и осіндегі  кесіндісінің шамасына тең санды атаймыз, мұндағы А1 - А нүктесінің ,  В1 -  В  нүктесінің и осіне түскен проекциялары.   Белгіленуі .


Теорема:  векторының и  осіне түскен проекциясы  векторының ұзындығы мен осы вектордың  и осімен жасайтын сүйір бұрышының косинусының көбейтіндісіне тең.

. (2)  
Анықтама: Егерi,j,k  векторлар үштігі келесі шарттарды қанағаттандырса, онда бұл үштік координаталық базис деп аталады.:
1. i  векторы Ох осінде,j – Оу осінде,k – Oz осінде жатса.
2. i,j,k  векторларының әрқайсысы өз осінде оң жаққа қарай бағытталған.
3. 
i,j,k –  бірлік векторлар, яғни .


 - векторы қандай болса да, ол әр уақытта  i,j,k  базисі бойынша жіктеледі, яғни  түрінде келтіріледі.

Осы жіктелудің коэффициенттері   векторының координататалары болып табылады.
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)Символикалық түрде  белгіленеді.
ОА = Х;	ОВ = Y; 	ОС = Z.
OD –параллелепипедтің диагоналы.

.

        (3)

, ,  -  векторының OX, OY, OZ  осьтерімен жасайтын бұрыштары.



Онда, , 

cos, cos, cos -  векторының бағыттаушы косинустары деп аталады.

 (3) формуласынан  екендігі шығады.
Кез келген вектордың бағыттаушы косинустарының квадраттарының қосындысы бірге тең.
а  векторы - оның ұзындығы және үш бағыттаушы косинустары арқылы бірмәнді анықталады.



Егер  және   болса, онда ,

	.
Екі вектордың коллинеар болуының  белгісі - олардың координаталарының пропорционалдығы.	
Өзін-өзі тексеруге арналған сұрақтар: 
1. Түзуде декарттық координаталар қалай анықталады?
2. Бағытталған кесінді дегеніміз не?
3. Жазықтықта декарттық координаталар қалай анықталады?
4. Кеңістікте декарттық координаталар қалай анықталады?
5. Түзудегі, жазықтықтағы және кеңістіктегі екі нүктенің арақашықтығы 
қалай анықталады?
6. Түзудегі, жазықтықтағы және кеңістіктегі кесіндіні берілген қатынаста  
бөлу формулаларын жаз.
7. Нүктенің полярлық координаталары қалай анықталады?
8. Нүктенің полярлық және декарттық координаталары арасында қандай  байланыс бар?
9. Вектор дегеніміз не?
10. Вектордың модулі деп нені атаймыз?
11. Бірлік вектор дегеніміз не?
12. 

 немесе 0 векторының орты дегеніміз не? 
13. Нөлдік вектор деп қандай вектор аталады?
14. Коллинеар деп қандай векторларды айтамыз?
15. Компланар деп қандай векторларды айтамыз?
16. Қандай векторлар тең деп аталады?
17. 
9.  векторлардың қосындысын табудың үшбұрыш ережесі?
18. 
10.  векторлардың қосындысын табудың параллелограмм ережесі?
19. 
11.  векторлардың айырымы дегеніміз не?
20. 
12.  айырымын құру ережесі.
21. Векторды санға көбейтудің геометриялық мағынасы.
22. Векторлардың сызықты тәуелділігі.
23. 2 вектордың сызықты тәуелділігінің қажетті және жеткілікті шарты.
24. 3 вектордың сызықты тәуелділігінің қажетті және жеткілікті шарты..
25. Вектордың оське проекциясы дегеніміз не және ол неге тең?
26. Вектордың бағыттаушы косинустары қалай табылады?
27. Бағыттаушы косинустар үшін негізгі теңбе-теңдікті көрсет.

   Тақырып: Екі вектордың скалярлық және векторлық көбейтінділері. Үш вектордың аралас көбейтіндісі
Дәрістің мақсаты:
1.Екі векторды скаляр және вектор етіп көбейтуін  көрсету.
2.Үш вектордың аралас көбейтіндісі түсінігін кіргізу. 
3. Теориялық мағлұматтарды есептерді шығарғанда қолдану дағдысын қалыптастыру.
Қарастыруға арналған  сұрақтар тізімі:
1. Векторлардың скалярлық көбейтіндісі.
 2. Векторлардың векторлық көбейтіндісі.
 3.Векторлардың аралас көбейтіндісі. 

1. Векторлардың скалярлық көбейтіндісі
Анықтама: Екі вектордың скалярлық көбейтіндісі деп, олардың ұзындықтарын осы векторлар арасындағы бұрыштың косинусына көбейткеннен шыққан сан аталады. 

	
Скалярлық көбейтіндінің геометриялық қасиеттері.
1 Теормема: Екі вектордың ортогоналдылығының қажетті және жеткілікті шарты - олардың скалярлық көбейтіндісінің нөлге теңдігі. 
2 Теорема: Егер а жәнеb векторлары арасындағы бұрыш сүйір (доғал) болса, онда олардың скалярлық көбетіндісі оң (теріс)болады.
Скалярлық көбейтіндінің алгебралық қасиеттері.

1.  (коммутативтілік)

2.   (сандық көбейткіштің ассоциативтілігі)

3.   (дистрибутивтілік)

4. Егера векторы нолдік болмаса .

	егера векторы нолдік болса ,

	.
Скалярлық көбейтіндіні декарттық координатада өрнектеу

Теорема: Егера жәнеb векторлары өздерінің декарттық координаталарымен берілсе, онда скалярлық көбейтінді келесі түрде болады .
1 салдар : Келесі теңдік екі вектордың ортогоналдылығының қажетті және жеткілікті шарты болып табылады: 


2салдар : а және b векторларының арасындағы бұрыш келесі формуламен анықталады:  



2. Векторлардың векторлық көбейтіндісі

Анықтама: а,b,с векторлары компланар емес болсын, онда векторлардың векторлық көбейтіндісі деп,  символымен белгіленетін және келесі үш шартпен анықталған вектор аталады:



1.  векторлық көбейтіндінің модулі  және  векторларының модулін олардың арасындағы бұрыштың синусына көбейткенге тең           

.


2.   векторы а және векторларының әрқайсысына перпендикуляр.






3. Векторлық көбейтіндінің бағыты оң қол ережесіне сәйкес, яғни: егер , және  векторларының басы ортақ нүктеге келтірілсе,  онда  ортаңғы саусақ сияқты,  бас бармақ, ал   сұқ саусақ сияқты бағытталған. 
 (
b
a
)

        

	
      

Векторлық көбейтіндінің геометриялық қасиеттері
1 Теорема: Екі вектордың коллинеарлығының қажетті және жеткілікті шарты олардың векторлық көбейтіндісінің нөлге теңдігі болып табылады. 


2 Теорема:  Векторлық көбейтіндінің модулі   және векторларының ортақ басымен келтіріп құрастырылған параллелограммның ауданына тең. 
Векторлық көбейтіндінің алгебралық қасиеттері

1.  (антикоммутативтілік)

2. .







3) [(+)] = [] + [];	





4) Кез келген   үшін [] = ;	
Векторлық көбейтіндіні декарттық координатада өрнектеу




Теорема: Егер  және  векторлары өздерінің  декарттық координаталарымен берілсе, яғни  және   болса,  онда векторлық көбейтіндінің координаталары келесі түрде анықталады .



.
3. Векторлардың аралас көбейтіндісі.
Анықтама: Егер векторлар бір немесе параллель жазықтықтарда жатса, онда олар компланар векторлар деп аталады.











 Анықтама: ,  және  кез келген үш вектор берілген болсын. Егер  векторы  векторына векторлық түрде  көбейтіліп, алынған  векторы  векторына скалярлы көбейтілсе, онда нәтижесінде алынған  саны ,  және  векторларының аралас көбейтіндісі деп аталады..
Векторлық көбейтіндінің геометриялық мағынасы











Теорема:  аралас көбейтінді ,  және  ортақ басына келтірілген векторлардан құрастырылған параллелепипедтің көлеміне тең, егер , ,  үштігі оң болса онда нәтиже оң таңбамен, кері жағдайда теріс таңбамен алынады. Егер , ,   векторлары компланар болса, онда   мәні нолге тең. 
 1 салдар:  Үш вектордың компланар болуының  қажетті және жеткілікті шарты- олардың аралас көбейтіндісінің нөлге теңдігі.
2 салдар:  Екі векторы бірдей болатын, үш вектордың аралас көбейтіндісі нөлге тең.
Аралас көбейтіндінің қасиеттері:
1. Аралас көбейтінді көбейткіштерді топтастырудан тәуелсіз:

.
 (
b
a
c
)2. Аралас көбейтінді көбейткіштердің айналмалы орын ауыстаруларынан өзгермейді:

.
3. Екі вектордың қосындысының басқа екі векторға аралас көбейтіндісі әр вектордың қосылғыш векторға аралас көбейтінділерінің қосындысына тең:

.
4. Аралас көбейтіндінің скалярлық көбейткішін таңбаның алдына шығаруға болады:

.
Аралас көбейтіндіні декарттық координатада өрнектеу




Теорема: Егер а,b және с векторлары өздерінің  тік бұрышты декарттық координаталарымен берілсе,  яғни , , болса, онда олардың аралас көбейтіндісі  жолдары осы векторлардың координаталарынан құралған анықтауышқа тең. 

 .



Салдар: Үш вектордың компланарлық шартының қажетті және жеткілікті шарты , ,  жолдары осы векторлардың координаталарынан құралған анықтауыштың нолге теңдігі болып табылады.

.
Теорема: Үщ вектор компланар болуы үшін олардың аралас көбейтіндісі нолге тең болуы қажетті және жеткілікті.
Өзін-өзі тексеруге арналған сұрақтар:
1. Скалярлық көбейтіндінің анықтамасын беріңіз.
2. Екі вектордың ортогоналдылық шартын жаз.
3. Скалярлық көбейтіндінің декарттық координаталардағы мәні.
4. Векторлардың векторлық көбейтіндісі дегеніміз не?
5. Екі вектордың колленеарлығының қажетті және жеткілікті шарты.
6. Векторлық көбейтіндінің геометриялық мағынасы.
7. Векторлық көбейтіндінің декарттық координатамен өрнектелуі. 
8. Үш вектордың аралас көбейтіндісінің анықтамасы.
9.     Үш вектордың аралас көбейтіндісінің геометриялық мағынасы.
10. Үш вектордың компланарлығының қажетті және жеткілікті шерты.
11. Аралас көбейтіндінің декарттық координатамен өрнектелуі.


     
                   Вектор түсінігі және векторларға қоладантын сызықты амалдар
Қарастыруға арналған  сұрақтар тізімі:
1. Түзудегі декарттық координаталар.
2. Жазықтықтағы декарттық координаталар.
3. Кеңістіктегі декарттық координаталар.
4. Полярлық координаталар.
5. Вектор түсінігі және оларға қолданылатын амалдар.
6. Векторлардың сызықты тәуелділігі.
7. Вектордың оске проекциясы.

                1. Түзудегі декарттық координаталар
Оң бағыты таңдап алынған түзу ось деп аталады
         

Координаталар бас нүктесі және бірлік масштабы таңдап алынған ось сандық ось деп аталады. 
Анықтама:  Өзінің ұзындығымен және таңбасымен сипатталатын кесінді бағытталған кесінді деп аталады. 




Осьтегі әрбір бағытталған кесіндіге оның сандық сипаттамасы болып табылатын - кесіндінің шамасы сәйкестендіріледі. 
Анықтама: AB бағытталған кесіндінің шамасы деп, AB бағытталған кесіндінің бағыты осьтің оң бағытымен бірдей болған кездегі AB кесіндісінің ұзындығына тең оң сан аталады, ал бағытталған кесіндінің бағыты осьтің бағытына қарама-қарсы болса , кесіндінің шамасы теріс санға тең болады.  

АВ – кесіндінің шамасы, - кесіндінің ұзындығы	

Егер бағытталған кесіндінің басы және ұшы беттессе, онда кесінді нөлдік деп аталады.   .
Ескерту:     1) нөлдік кесінді бағытты анықтамайды;
                    2) нөлдік кесіндінің шамасы нөлге тең. 
Сөйлем: Берілген осьтегі екі бағытталған кесіндінің тең болуының қажетті және жеткілікті шарты осы кесінділердің шамаларының теңдігі болып табылады. 


және  - бір-біріне қарама-қарсы кесінділер.


Осьтегі A, B және C нүктелері қалай орналасса да, және  кесінділерінің шамалары негізгі AB+BC=AC  теңбе-теңдігі арқылы байланысқан. 





Кез келген а түзуі берілсін.  а  түзуінде анықталған бағыт және О координаталар бас нүктесін таңдап аламыз. Бірлік масштабын көрсетеміз.  





Түзу бойындағы кез келген М нүктесін қарастырамыз. 


Анықтама:  Түзудегі М нүктесінің x декарттық координатасы деп,   бағытталған кесіндінің шамасы аталады  деп белгіленеді.   x=OM.
M(x)  символы- М нүктесінің x  коррдинатасы бар дегенді көрсетеді. 


 және  - а  түзуіндегі кез келген екі нүкте болсын. 



Теорема:  және  нүктелері қандай болса-да, келесі теңдік әрқашан орын алады: .
Осьтегі кесіндінің шамасын табу үшін, оның ұшының координатасынан басының координатасын алу керек. 

-  кесіндінің ұзындығы. 
2. Жазықтықтағы декарттық координаталар

Анықтама: Бір жазықтыққа тиісті және бір түзудің бойында жатпайтын O,  нүктелер үштігі аффиндік координаталар жүйесі деп аталады.  

Белгіленуі. .  О – координаталар бас нүктесі. 






 
Жазықтықта ортақ бас нүктесі бар және  бірдей масштаб бірліктері арқылы анықталатын өзара перпендикуляр екі ось жазықтықтағы тік бұрышты  декарттық координаталар  жүйесін анықтайды.
Осьтердің қиылысу нүктесі – координаталар бас нүктесі, ал осьтер-координаталық осьтер деп аталады. 

 - абсцисса осі.

 - ордината осі.
M – жазықтықтағы кез келген нүкте.


 - М нүктесінің сәйкес   осьтеріне проекциялары. 



Анықтама: Жазықтықтағы М нүктесінің  декарттық координаталары деп сәйкес  және   бағытталған кесінділерінің шамалары аталады.


М нүктесінің x және y декарттық координаталары сәйкесінше осы нүктенің абсциссасы және ординатасы деп аталады және   М(x,y) деп белгіленеді. . 

Координаталық осьтер жазықтықты төрт ширекке бөледі. (координаталық ширектер).






 
3.Кеңістіктегі декарттық координаталар
Анықтама: Кеңістіктегі аффиндік координаталар жүйесі деп, (ешқандай төртеуі бір жазықтықта жатпайтын ) жалпы жағдайдағы реттелген төрттік аталады. 








Кеңістікте  ортақ бас нүктесі бар және  бірдей масштаб бірліктері арқылы анықталатын өзара перпендикуляр үш ось кеңістіктегі тік бұрышты  декардтық координаталар  жүйесін анықтайды.



  осі – абсцисса осі,   осі –ордината осі ,   осі- аппликата осі деп аталады.    

		











 - М нүктесінің сәйкес ,  және   осьтеріне проекциялары болсын. 



Анықтама: Кеңістіктегі М нүктесінің  декарттық координаталары деп сәйкес  , және  бағытталған кесінділерінің шамалары аталады.



, , . 
M(x,y,z)  деп белгіленеді.
Үш координаталық ось кеңістікті 8 ширекке бөледі. 
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